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Resumen. Presentamos un método para solucionar problemas de optimizacién
discreta, que llamamos “el 4rbol de cubos”. El método se fundamenta en la
teoria de conjuntos y en la teoria de latices. Ef método se puede utilizar para
analizar problemas de optimizacion discreta de grandes dimensiones porque
estd estructurado de tal forma que ficilmente se pucde paralelizar. Para
ejemplificar su aplicacion se muestra la solucion del problema de la seleccion
optimal del subconjunto de objetos. Los resultados de los experimentos en un
procesador de cientos de tareas nos ensefian que el nimero de calculos no fue
mds que m4. Nuestras valoraciones nos muestran que para 32 procesadores la
dimension de la tarea se podria incrementar hasta 4 veces mas.

1 Planteamiento del problema

Sea el conjunto finito / = {1, 2, ..., m} y sea el conjunto B(l) el conjunto de todos los

subconjuntos, esto es: B(l) = {alwcl) y |B(I)| = 2"
Al conjunto B(l) es posible imaginarlo como un cubo de dimensién m, donde los

vértices del cubo son subconjuntos ax, estos subconjuntos tienen un orden parcial
entre ellos dado por la teoria de conjuntos con las operaciones: <, Uy N

El cubo de dimensién m lo denotamos como C(m), es claro que los elementos

(vértices) del cubo son subconjuntos ax, es posible escribirlo como el intervalo:
Clm) = (D] = {wd |Dcwc]}

Igualmente para el intervalo [w;, @), donde @,carcd, corresponde a un cubo

C(k)
Ck) = [w), wy] = (v |w,cwcwy), con la dimensién k = [\ w)|.

Todos los elementos (vértices) de C(k) son vértices de C(m). Si tenemos dos
cubos C(k,):[w,',wi], C(k2)=[w,2,w22] y w|2 cw,',w% ca)22 entonces se puede
escribir C(k,) c C(ky). Para ksin: C(k)cC(m).
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En este trabajo estudiaremos la tarea de partir el cubo C(m) en los conjuntos [1de
cubos de dimension menor, donde para cada dos cubos la interseccion es el conjunto
vacio y la union de todos los cubos es igual a C(m).

Supongamos /7 = {C,, C,, ... C,}, donde C, es un cubo dondep=1,2, ..r
Vamos a decir que /7 es la particion si:

- CNCj=@ paracadai #j, ISi<r, ISjs

r
= U Cp = C(m)
p=l

2 Procedimiento para la construccion del drbol de cubos

Sea el cubo inicial C(m) = [@, 1], I = {1, 2, ..., m}, vamos a construir un medio
especial con el conjunto parcialmente ordenado de cubos C(1), I=m-k donde k=0, 1, ...,
m, de diferentes dimensiones. Al nivel superior I=m (k=0) le corresponde el cubo
unico C(m) de dimension m. En el nivel siguiente I=m-1 (k=1) se distribuyen dos
cubos disjuntos: Cl(m-1) y C2(m-1) de dimensiéon (m-1) cada uno, estos cubos se
pueden hacer de m distintas formas, nosotros hacemos lo siguiente: para el cubo
Cl(m-1) consideramos un intervalo [{1}, I] y al cubo C2(m-1) le corresponde un
intervalo [@, I\{1}]. Estos dos cubos son subconjuntos disjuntos, C1(m-1)NC2(m-1)
= @, porque todos los elementos del cubo C1(m-1) tienen al subconjunto {1} ¥ todos
los elementos del cubo C2(m-1) no tienen al mismo elemento {1}.

El nimero de elementos de cada uno de los cubos C; y C; es igual a
entonces el nimero de elementos de ambos cubos es 2", por eso: C(m-1) Cy(m- 1=
C(m). Por tanto, el conjunto de los dos cubos Cy(m-1) y Cy(m-1) es la particion del
cubo C(m). Notamos que cada cubo del nivel /=m-k tiene la dimension I=m-k,
entonces tiene 2' vértices.

Posteriormente se forman los niveles siguientes (m-2), en cada cubo Ci(m-1)y
C;(m-1) se hacen las mismas operaciones. Cada cubo se parte en dos cubos de una
dimension menor, entonces en el nivel (m-2) recibimos a cuatro que son una particién
del cubo C(m).

Si seguimos este proceso llegamos al nivel m-3 con ocho cubos, dos cubos del
nivel m-3 para cada uno de los cubos del nivel m-2. En general para el nivel (m-k),
0<k<m, se pueden formar 2* cubos, donde cada dos cubos son conjuntos disjuntos y la
unién de todos ellos forman el cubo inicial C(m). Entonces todos los cubos del nivel
(m-k) es la particion del cubo C(m).

En el ultimo nivel (/=0) el nimero de cubos de dimension cero es igual a 2"
Entonces es igual al nimero de vértices del cubo inicial C(m). El conjunto de ellos es
la particion, porque es claro que cada interseccion es igual a cero y la union de ellos
es el conjunto inicial C(m).

Construimos un 4rbol donde sus vértices son los cubos definidos con el
procedimiento descrito. En cada etapa donde recibimos cubos, en el nivel siguiente se
construye un lado entre el cubo del cual nacieron con los dos cubos de una dimension
menor en uno del cubo del nivel superior. Como resultado recibimos un arbol con

2(1'" n
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Vértices, donde cada vértice es un cubo y ellos son de un orden parcial definido por el
lado que los conectan. Supongamos este 4rbol como A(m), vamos a estudiar algunas
propiedades del arbol A(m).

3 Algunas propiedades del 4rbol de cubos

3.1 Estructura jerirquica

De la formalizacion del algoritmo de la construccién del arbol de cubos concluimos
que el arbol tiene una estructura jerrquica. El arbol tiene m+1/ niveles / = m - k (k =
0, 1, .., m-1, m), en el nivel superior (/=m) esta un sélo vértice, en los niveles
siguientes el numero de vértices (ntimero de cubos) es igual a 2* (k =0, 1, ..., m-1, m).

3.2 Numero de vértices del drbol A(m)

El numero de todos los vértices del arbol A(m) esiguala: 1 + 2 + 4 + ... + 2",
Entonces |4(m)| = 2" -],

3.3 Generaci6n de diferentes variantes de particiones del drbol A(m)

El conjunto de vértices de cada nivel del drbol A(m) es la particién del cubo inicial
C(m). Entonces en cada 4rbol se tiene al mismo tiempo m diferentes variantes de las
particiones del cubo inicial C(m). Ademas se pucde formar muchas otras variantes de
la particién. Por ejemplo se puede tomar como base una variante de la dimension que
le corresponde a cualquier nivel (7 > 0) del arbol y sustituir, dentro de esta variante
base, uno de los elementos (o varios elementos) con dos cubos de dimension menor a
uno, que nosotros recibimos con el procedimiento de construccién del arbol. Esta
propiedad del 4rbol de cubos permite organizar eficazmente los calculos en las
madquinas paralelas.

3.3 Dependencia del niimero de vértices del drbol conforme a su nivel

La dependencia del nimero de vértices del 4rbol A(m) conforme al nivel / (N(l), I=m-
k. donde k = 0, 1, 2, ..., m) ésta esta dada por:
N = 2|x(IK))| = 2"'™= 2*
Donde
I(k)=m-k, (k =m, m-1, ..., 1, 0) es el nimero del nivel
Ix((k))|=2 ™1® =2+
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Si reflejamos esta funcién (dependencia) N(l) en los sistemas coordenados (x, /),
generamos una grafica, como se muestra en la figura 1 para m=35. Esta figura recuerda

. 1
el contono de un pino que tiene un tronco que corresponde a una franja — 5 <x< o5
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Figura 2. El 4rbol de cubos.
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El contomo de este pino se compone de dos aproximaciones x(I(k))=2"" para
x(I(k))20 y x(I(k))=-2"" para x(I(k))<D. Por eso N(x(I(k)))=2""~(-2*")=2" Notamos
que si aumentamos la magnitud de m, el “pino” se desliza a lo largo del eje “/". El
incremento de la capacidad de vértices del cubo sucede en los ultimos niveles del
“pino” nuevo.

En la figura 2 se muestra como disminuye en una dimension los cubos de niveles
consecutivos. En la parte superior el grado del cubo es de cinco, el cual se encuentra
conectado a dos cubos de grado cuatro, cada uno de éstos a su vez estin conectados

con dos cubos de grado tres, asi sucesivamente hasta el ultimo nivel, donde los cubos
son de grado cero.

3.4 Numero de vértices como una funcién de los intervalos de los niveles del
arbol

No es dificil determinar, para dos pinos con m=m,; y m=m, el nimero de vértices del
arbol de cubos en los intervalos (m,-k, m;] y [mx-k, m;] es el mismo, para cualquier
0sk<imin(m,, my) y es igual a 2"~ 1, entonces no depende del valor de m

3.5 Subirboles del 4rbol A(m) y sus propiedades

Cada vértice del arbol forma un subarbol del arbol A(m). El vértice del arbol A(m) —
cubo C(m) - se denomina también la raiz del arbol A(m), porque de él nacen todos los
vértices del arbol.

Un subarbol del arbol A(m) es un arbol que nacié a través de cualquier vértice del
arbol A(m). El nimero de todos los subarboles es igual al namero de todos los vértices
del arbol, esto es igual a 2"*'-1, cada subirbol que nace de la raiz C(m-k) tiene 2™*"/~
I vértices (k=0, 1, ..., m).

Entonces para k=0 tenemos la raiz del arbol principal A(m) que tiene 2" foq
vértices (ver punto 3.2). Para k=m cada uno de los 2" subérboles tienen un solo
vértice.

3.5.1 Sea C'(1}) y C’(1), I, <1,, dos raices que corresponden a dos subarboles A'(ly)
y A°(1).

- Si C'(I,) = C’(I_,), entonces A'(I,) = A’(I;).

- Si C'(1)NC(ly = D, entonces A'(l) NA’(l) = B, que significa que los
subarboles 4’ any A’(IZ) no tienen vértices y lados comunes.

- Si CJ(:'))CC’(I/), entonces todos los vértices y lados del subarbol A"(lz) también
son elementos del subarbol 4'(7)).

3.5.2 Si excluimos del arbol A(m) el subdrbol A(lp), lo<m, excluircmos a todos los
subdrboles A(l) con ! < [y, para los cuales C())cC(lq).
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3.5.3 Si alguna propiedad no cumple para ningin elemento weC(ly). entonces esta
propiedad no cumple para ningin elemento we C(l) para todo C()cC(ly). porque C(l,)
tiene todos los elementos para cualquier C(1)cC(lo).

3.5.4 Si alguna propiedad cumple para algiin elemento aye C(lg), entonces existe una
cadena de cubos: C°(0)cC’(1)cC’(2)... C(le-1)cC’(ly), en la cual para cada C°(l), 0s
<1, existe un elemento donde esta propiedad también se cumple. Por ejemplo, la
cadena de cubos para los cuales C’0)= ar

3.6 El drbol de cubos como latices

Introducimos en el arbol de cubos un vértice, el conjunto vacio, y lo conectamos por
medio de lados con todos los cubos del nivel cero (I(k)=0, k=m). Por el teorema
siguiente determinamos que la estructura que recibimos es un latice [1,2].

Teorema Después de introducir en el arbol de cubos el vértice que corresponde al
conjunto vacio, la estructura que recibimos es una latice.

Demostracién. En cormrespondencia con la formacién del arbol de cubos m, cada dos
cubos Cj =la)|l,w£], C, =la)|2,a)§] y C;#C, pueden tener una de las dos
propiedades:

1. C,cC,, w,z ca)ll ng :wi
2.CiNC,y = 17

Por el primer punto se tiene: supremo(C), C;) = C,, infimo (C), C;) = C;.

Por el segundo punto se tiene: el supremo(C,C;) es un nuevo cubo
C= [w“ not, o) uw%] siel cubo Ce A(m), si Ce A(m) supremo (C,, Cy) = C(m)
= [2 1] e infimo (C,, C;) = 2 Entonces nosotros determinamos que después de
introducir el conjunto vaci6 en el 4rbol de cubos m, nosotros recibimos la estructura

en la cual cualquier par de elementos siempre tienen supremo e infimo, por eso la
estructura que recibimos es una latice [1,2).

4 Método del arbol de cubos para los problemas de optimizacién

Con cl' objetivo de explicar cémo el método de arbol de cubos se aplica para
dctcrmmgr la solucién de problemas de optimizacién discreta, utilizamos el
plantcamiento del problema de la seleccion optimal del subconjunto de objetos con un

parametro, que es una generalizacion de la tarea clisica conocida como “la tarea del
maletin”.
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m
Sujeto a: Y yj<b, ye€ {0.6;,
Jj=
De esta ultima transformacion se obtienen las soluciones integral C(I) y lineal
C(L). Dado que b,‘ es un entero, se tendra un limite g tal que:

q q+l
Y by Sb< T by
k=1 k=1

m
Porque Y b; =B>AgB=b entonces g < m siempre. Con lo cual se obtienen
k=1
los elementos que son la solucién.
Yk =bj,,cuando x;; =1 parak=12,...q
yx =0, cuando x;, =0 parak = g+l, ... m

La magnitud de la funcion objetivo para la solucién integral estara dada por los
términos donde x;, =16x;, =0

q
C()= X ciy
k=1

Para la solucion lineal (no integral) tenemos:

C; q
cL)= C(1)+M[b- T b,kJ
ig+h\ k=l

q
Claro que C(L)2C(I). Puede ser C(L)=C(I) sélo cuando b= ¥ b, . A cada
k=1

solucion integral, x;;, =1, le corresponde el subconjunto &/, donde i,edf para
xy=1y iedf para x;, =0. A cada of le comresponde su C(cf), donde
clr,w®)= T ¢ y C(L, of)2C(l, o).

ew

Este algoritmo se puede utilizar para cualquier subarbol A(/) con su raiz C(l) de la
manera siguiente.

Cada una de las raices se puede representar de la forma:
C) = (w, wy) = {dw,c wcay), donde [w)\w,] = I, w,cl y wyl.

Planteamiento del problema, para el cubo C(!) es necesario buscar:

Zci + max ZC,‘X,'
e cw\a,

Sujetoa: Y bx; <b- Y bix; ,x,€(0, 1}, icw\w,
iew,\w, i€w,
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donde: x=I para i€ @,y x=0 para ie\a,
Buscamos max Y c;x; igual que para el cubo C(m). Como resultado
iew,\a),
recibimos, para el cubo C(l)=C(w;,@), las soluciones optimales lineal C(L,df,]) ¢
integral aproximado con magnitud C(l,f, ). Claro, siempre C(L,af,l) 2 C(l.&f, )
para w,cdfcw,.

4.2.2 Reglas para el rechazo de subirboles no optimales

En correspondencia con la propiedad 3.6.3, si en el cubo C(lg) no existen soluciones
optimales, entonces no hay soluciones optimales en ningin cubo C(I)cC(ly). Por tanto
si de alguna manera afirmamos que el cubo C(ly) no tiene soluciones optimales,
entonces no hace falta revisar todo el subarbol A(/y), en consecuencia no hace falta
revisar los 2! -1 cubos, vértices de este subarbol.

Para el problema que investigamos se pueden formular las siguientes reglas de
rechazo de subarboles no optimales.

Supongamos conocidas algunas soluciones aproximadas de nuestra tarea, las
cuales estan en el subconjunto @</ con sus correspondientes magnitudes de las
funciones de la solucién integral C(/,@) y de la solucién no integral (lineal) C(L,),
donde C(1,@)< C(L,&)

Sea el subarbol A(]) con su raiz C(l)=C(w, @), para C(l) conocemos las
magnitudes de sus soluciones C(L,&f, ) y C(I.f, 1), donde C(L.df, 1) >C(I,&F. ).

Regla de rechazo Si C(I,@)2C (L,wo,l), entonces se puede excluir la revision del
subérbol A(l), porque entre todos los cubos que son vértices del subarbol A(l) no
existe ninguna solucion “mejor” que @, es decir, no existe una solucion con una
significacion del funcional entero mayor que C(/,@). La demostracién de esta regla
sigue la desigualdad siguiente:

c(t.@)2cl.a,1)2 clr,®.1)

y de la propiedad de los subarboles 3.6.3.
Esta regla se utiliza permanentemente en el proceso de biisqueda de la solucion
optimal de la tarea inicial.

4.2.3 Algoritmo de biisqueda de Ia solucién optimal

El algoritmo de busqueda de las soluciones optimales se constituye de cuatro bloques
principales (etapas).

Primer Bloque. Diferentes biisquedas de las soluciones integrales aproximadas.
La realizacion de este bloque es una etapa muy importante en la bisqueda de la
solucién optimal, porque la presencia de una buena solucion integral permite
aumentar la eficacia del algoritmo de busqueda de la solucion optimal, ya que
aumenta la eficacia de la regla de rechazo.
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Estos algoritmos de busqueda deben ser bastante répidos, por ejemplo, optimo
local, algoritmos avaros (greede), algoritmos de busqueda causal y otros mas. Uno de
estos algoritmos esta descrito en el punto 4.2.1 y en el punto 4.2.4. se muestra otro
método de busqueda para las soluciones aproximadas.

Como resultados de la realizacion de este bloque determinamos y guardamos en
la memoria la solucion integral @ y su correspondiente significacion C(@), 1a que
determinamos como la solucion optimal temporal.

Segundo Bloque. Esquema de seleccién de los vértices del drbol A(m). Existen
diferentes algoritmos para seleccionar los vértices de un érbol, por ejemplo las que se
presentan en las referencias [4, 8, 11). Nosotros utilizamos los algoritmos, que se han
aplicado durante muchos afios, para solucionar diferentes. tareas de optimizacion
combinatoria [5,6,7,9,10]. El esquema comun esta escrito en el punto 2 del presente
trabajo.

Tercer Bloque. Realizacion de la regla de rechazo. Para cada vértice C())=C(w;, @)
determinamos las significaciones C(L,df,l), C(Laf, ) y la solucién integral
aproximada f , w,c & cw, Después comparamos C(L,df,/) con la significacion del
ptimo temporal C(/,@).

Si C(1,@)2C(L.df.l) excluimos del calculo al subarbol A(), entonces no

continuamos formando dos nuevos cubos del vértice C(l), y pasamos a formar nucvos
cubos de otro vértice en correspondencia al esquema comun de formalizacion del
arbol A(m) (ver punto dos).

Si no existen otros cubos terminamos la busqueda de la solucion optimal y
pasamos al bloque 4.

Cuarto bloque. Retencién de las soluciones optimas temporales y la salida del
cilculo. Cada vez, después de la determinacion de la solucion integral, para cada
vértice C(l) del arbol A(m) la significacién de C(.df.l) se compara con la
significacion C(/,@). Si C(,af,)y >C(I,@), entonces ap con su C(ldf.l) la

retenemos como la solucién siguiente optimal temporal en lugar ded.

Después  de concluir el célculo, la tltima solucién optimal temporal
@,,C(1,8,)es la solucién de la tarea inicial @,y =@, , C{[, @y )=C(1,@,) son las
salidas del algoritmo.

4.2.4 Los experimentos computacionales, versién secuencial

Los experimentos computacionales consistieron en obtener la solucién integral, lineal
y los subconjuntos de la solucién optimal para cada A, seleccionada. Se consideraron
dos tipos dec problemas, el primero de ellos fue determinar los coeficientes b; y ¢; por
medio de una progresion aritmética, de tal forma que nosotros conocemos la suma de
ellos para cualquier nimero de elementos, es decir la solucion optimal. Una vez que
se determinaron los cocficientes, éstos se distribuyeron en diferentes posiciones para
dirigir la busqueda a cubos diferentes. En todas las pruebas, el AAC determiné la
solucion optima correcta, con lo cual comprobamos que el algoritmo del arbol de
cubos se implementé correctamente.
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El segundo experimento consistié en determinar los coeficientes (b, c;) en forma
aleatoria, los resultados que se presentan son para este segundo experimento. El
primer experimento que se presenta para m=500, consiste en determinar la solucién
entera optima para 20 intervalos de A Para este problema y el siguiente se utilizé la
regla de rechazo general C(L,of,l)-C(l,@)< €C(1,@). Cuando =0 la regla de

rechazo se utiliza para determinar la solucién exacta, y cuando £>0 busca la solucién
aproximada con un valor no mayor a £C(/,@). En la figura 3 se muestra la grafica de

la solucion exacta, donde en las abscisas esté Ay en el eje de las ordenadas esta el
numero de iteraciones con el cual convergid el algoritmo.

Como es de suponerse, los célculos experimentales confirman nuestros supuestos
de que los problemas mas dificiles requieren de muchos calculos, esto es cuando
A=1/2.

El nimero de soluciones (N) que calculamos nunca fue mayor a m*, N<m’. En
forma indirecta nos muestra que el algoritmo que utilizamos es efectivo. Tomando
como base estos valores experimentales (N<m', para A=1/2), nosotros recibimos en
forma analitica los valores para otras significaciones de 4 siguientes:

N =m% , donde x; =4(1-log,2*), k=0.1,2,..
para 0< A, < -; ,donde 4 =2*" y para ; <A, <1,donde 4, =1-2%*",

Es claro que para 4 = 0 la solucion optimal es x; = O para todos i = 1, 2, ..., m, y
para A = I la solucién optimal es x, = / paratodos i = 1, 2, ..., m.

m=500

1.40E+05 -
1.20E+05
1.00E+05
8.00E+04
6.00E+04
4.00E+04 - <
2.00E+04 l s - -

0.00E+00 06— ¢ % ¢ ® o o o o%°* ,

Itcracioncs

Figura 3. Iteraciones en funcién de 4 para m = 500.

La magnitud de la solucién optimal entera se muestra en la figura 4, como se
observa la magnitud de la solucién entera se incrementa mondtonamente hasta
alcanzar el maximo, cuando A=1.

El segundo experimento que se presenta es para m= 3,200 con diferentes valores
de & Se determinan las soluciones aproximadas para &0 (6%, 4%, 2% y 1%) y la
solucién exacta £=0. El calculo se realizé para 4 = 0.0035 a causa de que es posible
obtener la solucion exacta en un procesador, ya que como se mostré en el primer
ejemplo, para una A mayor y cercana a ¥ se requiere de un nimero de iteraciones



122 V. Khachaturov, J. Zavala Diaz

considerablemente alto. Los resultados de este segundo ejemplo se muestran en la

tabla 1.

En la segunda columna de la tabla | estan los nimeros de iteraciones en que se
calculo el valor mayor y en la tercera columna esta el nimero de iteraciones en que se
determino que este valor maximo era la solucion optima. En la cuarta columna esté el
valor de la solucién entera y en la quinta columna esta el intervalo en el cual la
solucion optima se encuentra.

Solucion entera (m=500)

3.50E+04 ~|

3.00E+04 + e TR B B dhddn e an e o e d
2.50E+04 ————.—0 ¢

2.00E+04 L— @

1.50E+04 +®

1.00E+04
5.00E+03 4

0.00E+00 &
0.0 025 0.50 0.75

A

Unidades

Figura 4. Magnitud de la solucién entera exacta para m=500

El intervalo de la solucién estar4 dado por el porcentaje considerado para obtener
la solucion aproximada (eC(I,E)). Por ejemplo para £=6% el limite superior del
intervalo es 2,202 + 0.06(2,202)= 2,334, el cual esté en la quinta columna de la tabla
1. Para cl porcentaje siguiente el limite superior del intervalo es 2,401, pero dado que
la solucién no sera mayor al limite superior anterior, entonces consideramos éste
como el limite superior del intervalo. Los resultados para los demas porcentajes se
muestran en la quinta columna.

Tabla 1. Solucién aproximada y exacta para m=3,200 para una 4 = 0.0035%

&%) Iteracion Iteracién C) aprox ca
maximo optimo
6 4 5 2,202 2,2025C(1)op 2,334
4 62 1339 2,309 2,309 SC(I)ope 2,334
2 338 1341 2,309 2,309 SC(I)opy 52,334
1 1338 1343 2,309 2,309 SC(I)py S2.332
0 1378 2655 2,329 C(D)opt = CI) gprax=
(cxacta) 2,329

En esa tabla 1 se observa que en todos los casos la solucién exacta estd dentro de
los intervalos calculados de las soluciones aproximadas. El costo de obtcner la
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solucion exacta se ve reflejada en el nimero de iteraciones requeridas para determinar
el valor maximo y para determinar que este maximo es la soluciéon optima.

A causa de la diferencia tan grande de iteraciones, entre la solucién exacta y la
aproximada, para este problema (m=3,200) es posible calcular las soluciones enteras
aproximadas para cualquier A siempre y cuando £>/%. Para calcular la solucion
optima exacta de cualquier 4 se necesita de cémputo paralelo por la gran cantidad de
calculos y memoria requeridos.

A causa de que el método del arbol de cubos es eficaz es posible aplicarlo en
determinar la solucién optima de problemas de optimizacién mas complejos como la

seleccion del subconjunto de objetos con un parametro fijo, multirestricciones y
multicriterial.

4.2.5 Algoritmo de biisqueda en el intervalo de estabilidad de la solucién 6ptima
con un parametro fijo

En los parrafos siguientes ensefiamos varias modificaciones del método de arbol de
cubos que pueden ayudar a resolver problemas de optimizacién mas complejos,
multirestricciones y multicriterial. Estas modificaciones se fundamentan en el método
“aproximative-combinatorial” que se detalla en los articulos [9, 10].

Este algoritmo puede ser modificado para determinar, no sélo la solucién optima,
también puede determinar la region de estabilidad de la solucién optima. A este
subconjunto de soluciones la denotamos por S2R), donde:

Q(R)={w c 11Cl1,0,, )- R < C(w)< Cl1,@,,, )} donde R20.

Entonces £2(R) es el conjunto de todas las soluciones integrales no diferentes para
la significacion de la funcién a la soluciéon 6ptima en mas que R>0.

Para buscar £2(R) es necesario modificar las Reglas para el rechazo de subarboles
no optimales del Método de arbol de Cubos. La modificacion que se tiene que incluir
en los bloques 3 y 4 es la siguiente:

Para todos los subarboles A(!) para los cuales:

c(r,@)> C(L,w°,1)+ R

los excluimos del calculo (bloque 3). )
En el proceso del algoritmo, se almacena en la memoria todas las soluciones para
las cuales (bloque 4):

clr,@® 1)z clt,w,,)- R

Después de realizar los calculos se tendrd almacenada en la memoria el conjunto
L(R).

Este conjunto se puede utilizar para buscar el 6ptimo de la tarea cuando se tiene
mas de una restriccién. Por ejemplo, se tienen k restricciones lineales y conocemos la
solucién @y, c 1 con el funcional C(I,ap) que satisface todas las restricciones, pero no
puede ser el éptimo.
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Es necesario buscar el éptimo @€/ con su C(I, @,/ para la tarea con todas sus
restricciones. Resolvemos n tareas presentadas en el punto 4.1, para cada una de las

1
restricciones y buscamos para cada una de ellas las soluciones optimas: @,,, </ con
el funcional C(l wap,) wop, < I con el funcional C(l wop,), ..... @Wgp, < con el
funcional C(I a)op,) Posteriormente  buscamos para cada tarea sus

R; =C(1,w,{p,)—C(1,wo), claro que R0 para todos los j = /, 2, ..., n. Para cada

tarea buscamos los conjuntos:
Q,(r,)=toc 11cli,wl,)-r; sc (@)sclr.ob, )}
Posteriormente buscamos la interseccién
n
Q=N Q,(r;)
Jj=l

Q( # ¢ porque siempre ave£2,j=0,1,2, .., n
En correspondencia con el método combinatorio aproximacional [9), en este caso
siempre @, € g, por eso

oo )= g g, €@)

Si tenemos n criterios lineales C;(@), Cy(@), ..., C,(@), para cada uno de ellos
buscamos las soluciones optimas

cl( ,,,,,)cz(l,wg,,,)...,c(aa){,'p,)

Si tenemos una solucién aycd para el cual conocemos C(an), Cr(@y), ... , Ca(@)
calculamos R = C;\w},, |- C;(a), buscamos:

QJ‘(R/)={“’|CJ( 0p1) R SC( )SC (1 wonl)}

Posteriormente determinamos:

Qo-ﬂlQ( R;)

Qy=¢ porque ahey. Todos we son soluciones que tienen C;(@) mejor (2) que
solucion (q,er para todos los criterios C(@) al mismo tiempo, y peor (<) con la

solucién @) pt € 2 no mas que R, 0.

Todos los we £2, son peores que la solucién ap en al menos un criterio.
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5§ Conclusiones

El método y el algoritmo del arbol de cubos son eficaces para resolver problemas de
optimizacion discreta. En la gran cantidad de problemas resueltos se determino la
solucion exacta sin requerir un nimero elevado de iteraciones, en el peor de los casos
fue O(m’).

Las reglas de rechazo en las cuales se fundamenta este método, permiten que se
puedan modificar para resolver otro tipo de problemas, como se mostré en la
determinacion del intervalo de estabilidad de la solucién optima. Con lo cual se
muestra que el método del 4rbol de cubos es flexible para resolver un gran numero de
problemas de optimizacién discreta.

El método del 4rbol de cubos, fundamentado matematicamente, es una buena
opcion para resolver problemas que se venian resolviendo con otros métodos exactos,
pero con la diferencia de que nuestro método se puede aplicar a solucionar problemas
de optimizacion discreta de dimensiones mayores. Ademas, en el caso de que el
problema sea lo suficientemente grande y requiera de una gran cantidad de memoria y
procesamiento, que no sea posible satisfacerla con una computadora de un solo
procesador, es posible utilizar el método con una variante para dcterminar la solucién
aproximada, donde la solucién optima estara en el intervalo dado por la precision
requerida.

Como se mostrd en el procedimiento del método 4rbol de cubos, las reglas de
rechazo nos indican que en varios subarboles se podria encontrar la solucién optima,
donde cada subarbol es un conjunto disjunto. Por tal motivo es posible calcular cada
uno en forma independiente, lo cual se puede aprovechar para utilizar las
computadoras paralelas, donde cada procesador calcule un subéarbol. Nuestros
primeros analisis y resultados, nos indican que para una maquina paralela con 32
procesadores es posible incrementar el nimero de variables de 3 a 4 veces mas que la
version secuencial.
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